Teoria do Risco

Aula 9

Danilo Machado Pires
danilo.pires@unifal-mg.edu.br

https://atuaria.github.io/portalhalley/ 11/2023



https://atuaria.github.io/portalhalley/

Modelos de risco Coletivo

» Diferente da abordagem do modelo de risco
individual, no modelo de risco coletivo o valor total
das indenizacoes ¢é calculado a partir de uma soma
aleatoria de variaveis aleatorias.

> O modelo de risco coletivo se diferencia do modelo de
risco individual por modelar, de maneira conjunta, o
numero de sinistros e sua severidade.



Modelos de risco Coletivo

» O objetivo central da teoria do risco coletivo aplicada a
seguros e danos ¢é a modelagem matematica do
comportamento probabilistico de S,,;.

» S.,; 2 Montante agregado relativo aos sinistros ocorridos no
ano.

» X; =2 Montante relativo ao i-ésimo sinistro ocorrido.

» N - o numero de sinistros para o mesmo periodo em analise.



Modelos de risco Coletivo

» S.,1 € condicionado a X; e a N

N
Scol = 2 X;
=1

Scor > 0seN >0

Scor =0seN =0



Modelos de risco Coletivo

» O numero de vezes que os sinistros ocorrem e seus
valores serdao expressos pelas ocorréncias verificadas
no conjunto das apdlices que a compoem.

» Assumindo que N =n, entdo X;,X,,X3,..,X, sao
independentes e identicamente distribuidos.

>{X;};21e N sdo mutualmente independentes.



Modelos de risco Coletivo

> ...qualquer sinistro ocorrido ndo pode sofrer interferéncia de

outros eventos de mesma espécie e o nimero de sinistros (N)
nao tem efeito sobre o montante deles ({X;}i21).

N

E(Sco1) = E zxi

i=1

X; =2 é a variavel aleatoéria que representa a sinistralidade da
apolice i-ésima.

N —>variavel aleatoria que representa o niimero de sinistros na
carteira em um dado intervalo de tempo.



Modelos de risco Coletivo

Modelo de Risco individual Modelo de Risco coletivo
X; Independentes X; Independentes e identicamente
distribuidas

n n N
Sind = ZXi = Z B;1; Scol = zxi
i=1 i=1 i=1
n n N
E(Sina) = E (2 Xi) = 2 E(X;) E(S.,) =E
1
=1

= i=1 .
i

X;

XilBi'Ii Xi'N




Modelos de risco Coletivo (Resultados importantes)

E(Scol) = E[E(Scol |N)]

E(S.) = z E(Xy + Xp+...+Xy|N = n) P(N = 1)

n=0

E(Se) = z E(Xy + Xp4...4+X.) P(N = n) = z E (2 Xl-> P(N = n)

n=0 n=0 =1

00)

E(S.y) = z nE(X) P(N = n) = E(X) z nP(N = n)
n=0

n=0

Logo
E(Scol) = E(X)E(N)



Modelos de risco Coletivo (Resultados importantes)

var(Scor) = Elvar(Seoi|N)] + var[E(Scor|N)]
Primeiro iremos trabalhar E[var(S.,;|N)], assim:

Elvar(S.,;IN)| = E[var(X; + X,+...+Xy|N = n)]

oo

Elvar(S.,;|N)] = z var(X; + X, + -+ Xy|N = n) P(N = n)

n=0

E[var(S,,|N)] = z var(X, + X, + -+ X,) P(N = n) = z var (2 Xi) P(N = n)

(0.0]

Elvar(S.,;|IN)] = Z nvar(X) P(N = n) = var(X) Z nP(N =n)

Elvar(S.q|N)] = var(X)E(N)

Agora para var(E(S¢y|N)), tem-se:



Modelos de risco Coletivo (Resultados importantes)

var(See) = var(X)E(N) + var[E(Sqo|N)]

var[E(Seor|N)] = E[E(Xy + -+ + XyIN =n)?] = E[E(Xy + -+ Xy|N =n) |

— z E(X; + -+ XyIN =n)?> P(N = n) — [E(X)E(N)]?

n=0

= Z E(Xy + -+ X,)* P(N = n) — [E(X)E(N)]?

n=0

= z E(mX)? P(N =n) — [E(X)E(N)]?
n=0

oo

var|[E(Sqo|N)] = E(X)? z n*P(N =n) — [E(X)E(N)]?

n=0

var[E(Seo)|N)] = E(X)2E(N?) — [E(X)E(N)]?



Modelos de risco Coletivo (Resultados importantes)

var(Seer) = var(X)E(N) + var[E(Sqo|N)]
var[E(Sco|N)| = E(X)?E(N?) — E(X)?E(N)* = E(X)*[E(N?) — E(N)?]
Logo

var(S.,;) = E(X)*var(N) + E(N)var(X)



Modelos de risco Coletivo (Resultados importantes)

E(Sco) = E(N)E(X)

var(S,.,;) = E(X)? var(N) + E(N)var(X)



EXEMPLD |: Encontre os valores de E(S.,;) e
var(S,,;) para as situacoes dos itens a seguir:

a) N~ Po(1d) e X~Exp(a)

b)N~B(n,q) e X~Gama(r, a)



EXEMPLD |
a) N ~ Po(1) e X~Exp(a), entdo:

EIN) =2  EX) = i
Logo:
E(Sco1) = E(N)E(X) =

var(N) = A e var(X) = =

var(S.,;) = var(X)E(N) + E(X)?var(N)

1 1 2\
var(S,,;) = @A + EA =3



EXEMPLO
b)N~B(n,q) e X~Gama(r,a), entéo:

E(N) = ngq E(X) =£

E(Seo) = ENE(X) ==~

var(N) = nq(1 —q) evar(X) = é

r2 ngr({l1+r(1—q)]

r
nq+ nq(l— q) =

var(Seor) = >

o2



EXEMPLOD 2: Suponha uma carteira de seguros cuja niimero de
sinistros seja caracterizada pela variavel aleatéria N ~
Po(12) e os valores dos sinistros seja X ~ U.(0,1), calcule
P(S.0; < 10) utilizando uma aproximacao pela distribuicao
normal.

E(Sco) = E(N)E(X)

var(S,.,;) = E(X)? var(N) + E(N)var(X)



EXEMPLO 2

1
E(SCOZ) =12 XEZ 6

1 1
var(S;y;) = 112 + 12E = 4

P(Seor < 10) = P (2 < 125

P(S.,; < 10) = P(Z < 2) = 0,97725



Modelo de Risco individual

Modelo de Risco coletivo

X; Independentes

n n
Sind = ZXi = Z B;1;
i=1 i=1

Sina» Xi, Bi, I

E(Sing) = Z q:E(B;)
i=1

n n

var(Sma) = ) var(B)a; + ) E(B)? var(l)

i=1 =1

X; Independentes e identicamente
distribuidas

N
Scol = Z Xi
i=1

N

E(Sco) = E zxi

i=1
Scol:Xi' N

E(Scor) = E(X)E(N)

var(Syo; ) = E(X)?var(N) + E(N)var(X)
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